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Transformaciones Lineales 



Con este trabajo se busca dar a conocer al lector de una menera elemental que son los transfor- 
maciones lineales, sus propiedades y usos frecuentes en el dia a dia. para ello en primer lugar se 
muestra una definition sencilla acerca de que son, luego se presentan una serie de ejercicios de 
aplicacion acerca de las transformaciones lineales y algunos usos de estas en el mundo real, por 
otra parte se analizaron factores que provacan cambios en determinada transformation segun sea 
el caso en el momento de realizar esta, para de esta manera mostrar la importancia de las trans- 
formaciones lineales tanto en el Algebra lineal como en el mundo cotidiano. 



Definition: 

Una transformation lineal L de R n en R m es una funcion que asigna a cada u en R n un unico 
vector l(u) en R m de modo que: 

a) L(u + v)=L(u)+ L(v) para cada u y v en R n 

b) L(kv)=hL(u) para cada u en R n y cada escalar k 

se dice que una funcion T de R n en R m es no lineal si no es una transformation lineal. 

El vector L(u) en R m se denomina imagen de u. el conjunto de todas las imagenes en R n es el 
rango de L. puesto que R n puede considerarse como una sucesion de puntos o vectores, L(u) 
tambien puede tomarse como punto o vector de R m , para cada u en R n . Escribiremos el hecho 
de que L manda R n en R m , aunque no sea una transformation lineal, como 

L:R n ^R m 

si n=m, es una transformation lineal L: R n — > R m es llamada tambien operador lineal en R n 



Ejercicios 



Ejercicio 1. 

L: R 2 — > R 2 sc define mediante 



solucion 

Como 

tencmos. 



L(x,y) = (x,-y);P = (2,3) 



L(x,y) = (x,-y) 



L(2,3) = (2,-3) 

La imagen del punto P-(2,3) en L: R 2 — > R 2 cs (2,-3) 

Ejercicio 2. 

L: R 2 — > R 2 se define mediante 



^i;))=( 1 a "i 1 )(; ,:tt =' i - 2) 



solucion 

como 

tencmos 



L 



x \\ ( 1 -1 \f x 
2 1 Aw 



la imagen del punto P — (1,-2) en L: R 2 — > R 2 es (3,0) 
Ejercicio 3. 

L: R 2 — > R 2 cs una rotacion dc 30° en sentido contrario a las manacillas del reloj; P(-l,3) 

solucion 

por rotacion en sentido contrario a las manccillas del releoj tenemos, 

cos •& — sen $ 
es deeir 



L(u) = , 

\ sen i? cos # 



cos 30° -sen 30° U — 1 
sen 30° cos 30° jl 3 



L ("> I .. onO „„ o Qn0 



V~3 1 \ I -3\/3 

1 ^1 IV 3 / I - 1 + 3 v / 3 

2 2/ \ 2 



1 /^ 

ya que sen 30 = — y cos 30 = — — 

La imagen del punto P — (-1,3) en L: R 2 — » iJ 2 cs ( — - — , ) 



Ejercicio 4. 

L: R 2 — » R 2 es una rotacion de — n radiancs en scntido contrario a las manecillas del reloj; u=(-2, -3) 

solucion 

De manera analoga al ejercicio anterior tenemos, 

Hu) = \ C ° S f -" T V~3 



| 2 ~T \( ~ 2 \ = ( 5V3 V3 

\ ^1 _I )\ -3 J V —> — 
la imagen del vector u en L: i? 2 — > i? 2 es ( — — , — - ) 

Ejercicio 5. 

L: i? 2 — » R? se define mediante L(u) = — u; u = (3, 2) 

solucion 

como 

L(u) = — u 
tenemos 

L((3,2)) = -(3,2) 

L((3,2)) = (-3,-2) 

La imagen del vector u=(3, 2) en L: R 2 —> R 2 es (-3, -2) 

Ejercicio 6. 

L: i? 2 — > R? se define mediante L(u) = 2u; u = ( — 3, 3) 

solucion 

como 

L(u) = 2u 
tenemos 

L((-3,3)) = 2(-3,3) 

L((-3,3)) = (-6,6) 

La imagen del vector u (-3, 3) en L: R? — > i? 2 es (-6, 6) 

Ejercicio 7. 

L: i? 3 — » R 2 se define mediante 



« = (2,-l,3) 

x-y ' 



solucion 



tcncmos 



x 

x 

V 

- ' ' ■ x-y 



iU-t-Ml 



La imagen del vector u=(2, -1, 3) en L: R 3 — > R 2 es (2, 3, 0) 



Ejercicio 8. 

L: R 3 — » i? 3 se define mediante 

x \\ I 1 1 

y = -1 1 || y |; ^ = (0,-2,4) 

z ) j \ 1 

solucion 

por la defmicion dada de la transformacion lineal tenemos 

L i(l))-(-i 1 1 )(») 

Reemplazando el vector u tenemos, 

<(v)H-: ■ i )(-:•)■(-:• 

La imagen del vector u=(0, -2, 4) en L: i? 3 — > R 3 cs (4, -2, 4) 

Ejercicio 9. 

Describa dc manera geometrica las transformaciones lineales siguicntcs 
a)L(x, y) = (-x,y) 
b)L(x,y) = ( — x, - y) 
c)L(x,y) = (- y,x) 

solucion 

a) Reflexion con rcspecto del eje y. 

b) Reflexion con respecto del origen. 

c) Rotacion de un angulo dc 7r/2 en contra del sentido de las manecillas del reloj. 

Ejercicio 10. 

Describa dc manera geometrica las transformaciones lineales siguicntcs: 
a)L(x, y) = (y,x) 
b)L{x,y) = ( - y, - x) 
c)L(x,y) = {2x,2y) 

solucion 



a) Rotacion de un angulo dc 7r/2 en contra del sentido de las manecillas del rcloj. 

b) Reflexion con respecto al origen. 

c) Dilatacion 

En los ejercicios 11 a 16 determine la matriz canonica asociada a L. 

Ejercicio 11. 

L: R 2 — > R? es una reflexion respecto al eje y 



solucion 

como L: R 2 — > R 2 es una reflexion respecto al eje y, es una trasformacion lineal. En consccucncia 
existe una matrix 2x2 tal que: 



ademas por reflexion respecto al eje y 



L(y)=A(y) 



= A 



L[{ 1))={ *")='[ o'j+n! 



1 

1 



Ejercicio 12. 

L: R 2 —> R 2 csta definida como 



x - y 
x + y 



solucion 

como L: R 2 — > R 2 cs una trasformacion lineal. En consecuencia existe una matrix 2x2 tal que: 



L( ei )=L 
L(e 2 ) = L 



x-y 
x + y 

1-0 

1 + 



= A 



= J = col 1(A) 



til)- -' )='°'^ 



1 -1 
1 1 



Ax = 



1 -1 
1 1 



x-y 

x + y 



L(x) 



Ejercicio 13. 

L: R 2 — > i? 2 cs una rotacion dc — radiancs en sentido contrario a las manecillas del rcloj. 



solucion 



como L: R 2 — » R 2 cs una rotacion de — radianes en sentido contrario a las manecillas del reloj. En conse- 
cucncia existe una matrix 2x2 tal que: 

/ cos — — sen - 
L{u) = [ \ J \=A(u) 

sen — cos — 



La matriz canonica asociada a L cs 

U ^ ) 

Ejercicio 14. 

L: R 2 —> R? cs una rotacion de — radianes en sentido contrario a las manecillas del rcloj. 

solucion 

como L: R 2 — > R 2 cs una rotacion de ^ radianes en sentido contrario a las manecillas del reloj. En conse- 
cuencia existe una matrix 2x2 tal que: 

/ cos — — sen - , 
L{u) = [ I * )=A(u) 

\ sen — cos — 

/ l _V3_ 

H is' i 



La matriz canonica asociada a L es 



Ejercicio 15. 

L: R 3 — > R 3 esta definida por 



r _ \/3 

2 2 

V3_ I 

2 2 



x — y 

L\ \ ,, || = | x + z 
y — z 



solucion 

como L: R 3 — > R 3 es una trasformacion lineal. En consecuencia existe una matrix 3x3 tal que: 

x — y 
L\ j ,; || = | x + z \ = A\ ,, 
y-z 

L( (l ) = L\ | J j = | 1 + j = | 1 | = cullu-n 

u, :'.=L\ ( 1 = + | = j ii | = c.,.lL»i+) 

L(e 3 ) = L\ | || = ( + 1 ] = ( 1 | = -.. 13(A) 

0-1 

1-1 

+=|10 1 

1-1 



Ejercicio 16. 

L: R 3 — » R 3 csta dcfinida por L(u) = — 2u 

solucion 

como L: R 3 — > R 3 es una trasformacion lineal. En consecuencia existe una matrix 3x3 tal que: 



L \\ v \ =- 2 v \ = A \ y 



L( ti ) = L\ | j ) = -2| )=( | = colli. 4) 
Ur,) = L\ | 1 ="2 1 = "2 | = col2(.4) 

Lu ;) = I| | =-2 0=0 | = co.l:iU) 



■2 

.4 = | 0-21 

1-2 



Ejercicio 17. 

Utilice la matrix A para: 

a) codificar cl mcnsajc ENVIA DOLARES. 

b) dccodiflcar cl mcnsajc 85 58 39 70 45 30 73 51 37 91 57 53. 

solucion 

a) Para codificar un mcnsajc en primer lugar debemos construir un codigo cl cual es para este caso asociar un 
numcro diferente a cada letra del abeccdario de manara asendente, es decir, 

A B C D .... X Y Z 

1 2 3 4 ... 24 25 26 
Segun el anterior codigo cl mcnsajc cquivalente es, 

5 14 22 9 1 4 15 12 1 18 5 19 

Para una mejor codificacion del analisis se mejora esta mediantc la matriz A la cual es una matriz no singular 
Lucgo sc scpara cl mcnsajc en cuatro vectores dc R 3 . Asi tcnemos los vectorcs 



22/\4/\ 1 /\ 19 

Por ultimo se define la transformacion lineal L: R 3 — > R 3 como L(x) = Ax, de modo que el mensaje se con- 
vierte en 

5 \ / 99 \ / 15 \ / 42 

14 1= I 63 J A 12 = 29 

22 / \ 58 / V 1 / V 14 

9 \ / 23 \ / 18 \ / 85 

i - '.' A uMs 



La nueva codificacion del mensaje es: 

99 63 58 23 18 9 42 29 14 85 61 43 

b)Para decodificar cl mensajc 

85 58 39 70 45 30 73 51 37 91 57 53 

se procede de manera semejantc a lo anterior basados en la matriz clave A, dc la misma manera se separa el 
mensaje en vectores de R 3 

85 \ / 70 \ / 73 \ / 91 
58 45 51 57 

39 J\ 30 J\ 37 J\ 53 

y se resuelve la ecuacion: 

/85\ 
L(x 1 )=\ 58 =A Xl 
\39 / 

en terminos dc x 1 . Como A cs no singular. 

' 35 \ / 19 
58 = 15 
39 / V 12 



de manera analoga, 



70 \ / 15 \ / 73 \ / 14 

.r- = A~ 1 | 45 = 20 x 3 = 51 = 7 

91 \ / 4 

x 4 = A- 1 (571= I 15 

53 / V 19 



Al utilizar la corrcspondcncia en letras y numcros, vcmos que el mensaje es 

SOLO TENGO DOS 



Ejercicio 18. 

Utilicc cl csqucma de sustitucion anterior y la matriz 

a)para codificar cl mensajc AFANA MAS 

b)para decodificar cl mensajc 60 21 91 35 162 61 145 55 

solucion 

a) De forma similar al ejercicio anterior y utilizando cl mismo codigo asignando un numcro a cada letra 
tcnemos, 

1 6 1 14 1 13 1 19 

Lucgo organizamos los numcros en vectores de R 2 ya que la matriz clave es de 2x2 



6 )( 14 )( 13 )( 19 



Por ultimo se define la transformacion lineal L: R 3 — ^ R 3 como L(x) = Ax, de modo que el mensaje se con- 
vierte en 

*(i)-(S) *(i)-(5 

El codigo resultante es: 

23 8 47 16 44 15 62 21 
b)Para dccodificar el mensaje 

60 21 91 35 162 61 145 55 



se procede de manera semejantc a lo anterior basados en la matriz clave A, dc la misma manera se separa el 
mensaje en vectores de R 2 

60 V 91 V 162 Y 145 
21 )\ 35 )\ 61 )\ 55 



y se resuelve la ecuacion: 



£<,<■!) = ( \\ ) = Ax, 



en terminos dc x\. Como A cs no singular, 

-WZMS 



de manera analoga, 



, 4 = A- ^ 162 ^- ^ 21 



61 / V 19 



Al utilizar la corrcspondcncia en letras y numcros, vcmos que el mensaje es 

CON GUSTO 
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